->#BUCH_ESP: Peter Buchholz (Dortmund) in #ATPN95: A Notion of Equivalence for Stochastic Petri Nets


Erweitert starke Bisimulations Äquivalenz zu starker Performance Bisi Äquivalenz, was die Berechnung von stochastischen Rewards auf kleineren Netzen erlaubt. Performance Bisi Äquivalenz ist Kongruenz für Transition hiding und parallele Komposition


2. The Basic class of SPNs


Petri Net PN = (P,T,I+, I-, M0) (ganzzahlig) mit üblicher Schaltregel und Notation


RG(PN) reachability Graph, soll endlich sein


SPN (Stochastic) mit L den Transitionsrate li der Transitionen


RG: Kantenbeschriftung mit Transitionsrate (bzw. Summe bei parallelen)


Skeleton von SPN bzw. seinem RG: vergessen der Transitionsraten


LT: T ( Act, t ( Act: Aktionsbeschriftung, m[a>m’ falls m[t>m’ mit LT(t) = a usw....


LPN bzw. LSPN, RGs sind mit Raten und Aktionen beschriftet, aber parallele Kanten mit verschiedenen Atkionen werden nicht vereint!


nummerieren StateSpace von 1 bis n und identifizieren Markierungen und Nummern


nxn Matrizen Q[a] mit Q[a](i,j) = Transitionsrate der entsprechenden Kante (Achtung transponiert! multipliziert mit ZeilenVektor von links!)


^Q[a](i,j) = (Q[a](i,j) ( 0) (Bool’isierung einer reellen Matrix und Rechnen mit *=and, +=or!) -> Skeleton RG


p[0] Wahrscheinlichkeitsvektor für Anfangszustand (Wahrscheinlichkeit für jede der n Markierungen)


e n-dimensionaler Zeilenvektor mit lauter 1 (?)


GeneratorMatrix der CTMC ist Q = SUM(Q[a] | a ( Act) - diag(SUM(Q[a] eT | a ( Act) (wobei diag einen Vektor in eine Diagonal matrix transformiert)


pQ = 0 und p eT = 1 ist die Gleichung für die stationäre Verteilung p (Buchholz multi


Verteilung zur Zeit t ist p[t] = p[0] exp(Qt) = p[0] + SUM((Qt)k/k! | k=0..() und p ist limes p[t] gegen (


Measures für Markov Prozesse werden meist als reward definiert, d.h. jede Transition bzw. Zeiteinheit in state trägt etwas bei


hier reward auf states, auf Act\t definieren, hier wird nur innerhalb gleicher action kumuliert


q[a] = Q(a) eT


ra : reeller reward Betrag >= 0 für a ( Act \t


R[a] = reward measure für mit a beschriftete Transitionen


Reward Expectation: E(R[a]) = ra p q[a], E(R[a](t)) = ra p[t] q[a]  (Summe Wahrscheinlichkeit pro Transition/Action mal reaward)


3. Equivalence of SPNs


Permutationsmatrizen (in jeder Spalte/Zeile genau eine 1)  erfüllen P PT = 1





Die LPNs A1 und A2 heissen isomorphism equivalent (A1  ( A2 ) wenn eine Permutationsmatrix ^P existiert mit�	^Q1[a] = ^PT ^Q2[a] ^P und ^p1[0] = ^p2[0] ^P�insobesondere muss n1 = n2





eine Relation R auf dem Zustandsraum S eines LPN ist eine  strong bisimulation wenn für (i,j) ( R und a ( Act gilt


if i[a>i’ then j[a>j’ mit (i’,j’) ( R und mit vertauschten i,j


Die LPNs A1 und A2 heissen  bisiumulation equivalent wenn eine binäre Relation R (k S1 x S2 existiert, sodass für (i1,i2) ( R und a ( Act gilt


if i1[a>j1 then i2[a>j2 mit (j1,j2) ( R


für i1 ( S01 ( i2 ( S02 mit (i1, i2) ( R


und vertauscht


Bisi kann auf ein einziges Netz reduziert werden, durch Vereinigung der beiden LPNs (und diagonaler Anordnung der beiden Matrizen....)


Zwei States i,j heissen  strongly equivalent i ( j wenn eine starke bisi R existiert mit (i,j) ( R, äquivalent


~ = UNION(R | R starke bisi)


induktive Verfeinerung bis nach ~ (ist algorithmisch, wird hier mit Matrixkalkulation gemacht)





Sei R[k] ein äquiRel mit Nk Äq Klassen auf S von LPN. ^V[k] die (n x Nk) Kollektormatrix (von links!) mit


R[0] = S x S


R[k+1] = {(i,j) ( R[k] | ( a ( Act: êi ^Q[a]^V[k] = ê ^Q[a]^V[k]} (mit Einheitsvektoren el)


Das ergibt stepwise refinement mit


~ = INTERSECTION( R[k] | k >= 0) 


(da fehlt noch einiges an Zwischenschritten, Eindeutigkeitsbeweisen usw.)





Die LSPNs A1 und A2 heissen performance isomorphism equivalent (A1 .( A2 ) wenn eine Permutationsmatrix P existiert mit�	Q1[a] = PT Q2[a] P und p1[0] = p2[0] P�insobesondere muss n1 = n2





eine Relation R auf dem Zustandsraum S eines LSPN ist eine  strong performance bisimulation wenn für (i,j) ( R und a ( Act gilt und alle Äquivalenzklassen E(I) (I=1..N) gilt


SUM(Q[a](i,k) | k ( E(I)) = SUM(Q[a](j,k) | k ( E(I))


Impliziert strong bisiumulation auf Skeleton! Mit Kollekor Matrix V kann das elegeanter ausgedrückt werden: Eine binäre Relation R ( S1 x S2 der LSPNs A1 und A2 heisst strong  performance bisiumulation wenn Kollektor Matrizen Vl existieren, sodass für (i, j) ( R und a ( Act gilt


ei Q1[a] V1 = ej Q2[a] V2 und p1[0] = p2[0] P


bzw. dies kann auch gerade auf der Vereinigung definiert werden!





Die Abbildung auf den reduzierten Space State der Äquivalenzklassen geschieht mit einer Distributor Matrix W, d.h. Matrix mit Zeilensumme 1, nichtnegativen Elementen und W V = 1(existiert i.a. mehrdeutig)





eine  ordinarily reduced representation A2 für das LSPN A1 gemäss starker perform Bisi R ist


Q2[a] = W Q1[a] V für alle a ( Act1 und p2[0] = p1[0]V


ist natürlich perform simu equivalent und Q1[a] V = V Q2[a]





Korollar: zu zwei perfo bisi equi LSPNs gibt es je eine perf bisi, sodass die beiden ordinarily reduced represetentations performance iso sind.





Theorem 13: Für eine ordinarily reduced representation A2 des LSPN A1 gilt für alle a und t:


p1[t] V = p2[t] und E(R1[a](t)) = E(R2[a](t))


(Beweis via Markov Generator Matrix und TailorExpansion)





strong performance equivalence .( ist iterativ, analog definiert mit


R[0] = S x S


R[k+1] = {(i,j) ( R[k] | ( a ( Act: ei Q[a]V[k] = e Q[a]V[k]} (V[k] Kollektor Matrix von R[k])


.~ = INTERSECTION( R[k] | k >= 0) 


(da fehlt noch einiges an Zwischenschritten, Eindeutigkeitsbeweisen usw.)





Theorem 15: Für ein LSPN A gilt


.~ ist eine strong perform bisi


jede strong perf bisi R ( .~


4 Composition of SPNs


Synchronisationstransitionen SAct ( Act\t. Dann ist synchronisiertes Produkt oder parallel composition: 


Ao = A1 ||SAct A2 falls folgende Forderung erfüllt:


alle Transitionen labeled mit a ( SAct haben gleich Transitionsrate ma


in jeder Markierung eines Unternetzes ist für jedes a ( SAct höchsten eine Transition enabled


a labeld Transition müssen paarweise schalten, Rest ist lokal


Definiere für a ( SAct El[a] = ma-1 Ql[a] (hat nur 0 und höchstens eine 1 pro Zeile) und wir bekommen


Q0[a] = if a ( SAct then Q1[a] ( Q2[a] else maE1[a] ( E2[a]


p0[0] = p1 [0] ( p2[0]


Transition hiding: A\L für L ( Act\t (labels aus 
